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Abstract

OPEN ACCESS

In this paper, a computationally efficient strategy for the approximation of the non-
linear behaviour of structures through the finite element method is proposed. This

proposal is based on the execution of a set of linear analyses in which the strength of
the elements where the damage occurs is sequentially degraded and, in addition,
complemented with a stabilized reduced numerical integration scheme for solid finite
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elements. Thus, the stiffness matrix only contains information of one integration point DOI:

and, consequently, the stresses are computed only at that point. Also, due to the
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stabilization, it is possible to use reduced integration not only in the elements where
the damage is assumed to occur, but in all the elements, guaranteeing a greater

reduction in the computational cost. In this paper, the strategy of sequentially linear
analysis with stabilized reduced integration is applied to several validation as well as
application examples in which the quality of the approximation and the computational
efficiency achieved are discussed. Finally, some future developments for the strategy

are proposed.

Resumen

En este articulo se propone una estrategia computacionalmente
eficiente para la aproximacién del comportamiento no-lineal de
estructuras mediante el método de los elementos finitos. Esta
propuesta se basa en la ejecucion de una serie de analisis
lineales en los que la resistencia de los elementos en los que se
presenta el dafio se degrada de manera  secuencial
complementdndose con un esquema de integracién numérica
reducida estabilizada para elementos finitos sélidos. Asi, la
matriz de rigidez solo contiene informacién en un punto de
integracion y, en consecuencia, los esfuerzos se calculan en
dicho punto. Del mismo modo, la estabilizacién posibilita que no
solamente se utilice integracién reducida en los elementos
donde se asume que ocurrird el dafio, sino en todos los
elementos, garantizando una mayor reduccién del costo
computacional. En este articulo se aplica esta estrategia de
analisis no-lineal basada en analisis lineales secuenciales e
integracion reducida estabilizada a una serie de ejemplos tanto
de validaciéon como de aplicacién en los que se discute la calidad
en la aproximacion y la eficiencia computacional alcanzada.
Finalmente, se discuten algunos desarrollos futuros para la
estrategia.

Palabras clave: Andlisis no-lineal, dafio, andlisis lineales
secuenciales, integracion reducida, elementos finitos

1. Introduccion

En la actualidad, el analisis de estructuras, en el que se
considera la aparicién y evolucién de dafio, se estd convirtiendo
en una tendencia para el ejercicio profesional de todo ingeniero
estructurista. Una de las etapas de dicho analisis es la
construccion de un modelo matematico que aproxime, de
manera suficientemente cercana a los objetivos planteados
para dicho andlisis, el comportamiento de la estructura. Asi, es
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posible construir modelos matematicos con consideraciones
muy apegadas a la realidad del problema en cuestion, eg.,
comportamiento no-lineal de los materiales que componen a la
estructura; sin embargo, su solucién o aproximacién demanda
un costo computacional demasiado alto que los deja rezagados
a aplicaciones académicas o de investigacion.

Un ejemplo de estos modelos matematicos son los modelos
constitutivos basados en la teoria de plasticidad que consideran
distintos criterios de fluencia y que estan orientados a simular el
comportamiento de materiales con diversas caracteristicas.
Para materiales como el concreto yla mamposteria, son
convenientes los modelos que consideran criterios de falla con
resistencias diferentes a tension y compresién tales como los
criterios de Drucker-Prager y Mohr-Coulomb. Adicionalmente,
existen modelos constitutivos complejos que combinan las
teorias de plasticidad y de dafio, lo que los convierte en ideales
para simular de una manera muy realista este tipo de
materiales cuasi-fragiles, e.g., los modelos constitutivos de
Lubliner et al. [1] y Contrafatto y Cuomo [2].

Estos modelos constitutivos complejos han mostrado ser
capaces de simular el comportamiento real de estructuras; sin
embargo, su aplicacién no es eficiente para fines practicos
debido a las siguientes  necesidades: programas de
computadora que incluyan las implementaciones de los
modelos a emplear; que dichos programas incluyan algoritmos
robustos y eficientes que permitan aproximar la solucién del
problema matematico no-lineal; computadoras con buena
capacidad de procesamiento y mano de obra especializada para
las etapas de pre- y pos-proceso del analisis.

Adicionalmente, el tiempo de computo puede ser un factor de
mucha consideracién especialmente si se requiere la obtencién
de resultados de manera rapida y eficiente. Por esta razén,
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resulta conveniente contar con estrategias de aproximacion del
comportamiento  no-lineal de las estructuras que sean
computacionalmente eficientes y que, ademas, demuestren que
los resultados obtenidos sean los suficientemente buenos para
poder ser empleados de manera cotidiana.

Algunas de estas estrategias se enfocan en la reducciéon del
costo computacional requerido para llevar a cabo anélisis no-
lineales empleando este tipo de modelos constitutivos
complejos. Por ejemplo, las estrategias basadas en
formulaciones que emplean integracién numérica reducida y
estabilizada en elementos finitos soélidos, cuadrilateros y
hexaedros. Algunas de estas formulaciones se concentran
principalmente en controlar las inconsistencias numéricas
generadas por el empleo de integraciéon reducida para la
obtencién de la matriz de rigidez [3]; o en la posibilidad de
emplear mallas mas gruesas por el mejoramiento en la
representacién de la energia de deformacién de los modos de
deformacién lineal en los elementos cuadrilateros [4]. Otros
desarrollos, se enfocan en formulaciones que permiten que la
evaluacién de cierto modelo constitutivo se realice en una
cantidad reducida de puntos de integracién, disminuyendo asf
el volumen de cémputo [5]. Adicionalmente, existen desarrollos
recientes en los llamados elementos solid-shell, i.e., elementos
que combinan las formulaciones de los sélidos con los
cascarones para el analisis de problemas en tres dimensiones
de estructuras delgadas [6,7].

Otras estrategias buscan la simplificacién de los modelos
constitutivos mediante el establecimiento de hipétesis o,
incluso, la propuesta de nuevos modelos numéricos
simplificados cuya aplicacion demande menor costo
computacional. Por ejemplo, una de estas propuestas consiste
en la aplicacion de Analisis Lineales Secuenciales (ALS) [8], la
cual busca aproximar el comportamiento no-lineal de una
estructura mediante una serie de andlisis lineales en los que se
reduce, siguiendo una ley de ablandamiento, las magnitudes de
las propiedades mecanicas del material de los elementos que se
dafian. Esta estrategia es computacionalmente eficiente pues, al
consistir en una serie de andlisis lineales, no es necesario un
proceso iterativo para alcanzar la convergencia de la solucién
en cada analisis.

En este articulo se propone ejecutar los ALS aplicando un
modelo de elementos finitos resueltos mediante un esquema
de integracién reducida estabilizada (IRE). La combinacién de
estas dos estrategias, ALS-IRE, es naturalmente compatible,
pues ambas, de manera independiente, reducen el costo
computacional requerido en el analisis no-lineal de estructuras
desde distintos enfoques. Del mismo modo, al combinarlas, se
generan algunas nuevas ventajas que se discuten a lo largo del
articulo. En este documento se incluye la descripcién de la
propuesta y de su implementacion numérica mediante una
herramienta computacional independiente y compatible con
programas de pre-proceso comerciales. Adicionalmente, se
valida la propuesta con ejemplos tomados de la literatura
especializada sobre el tema y posteriormente se aplica para
mostrar la eficiencia alcanzada en comparacién con otras
propuestas de analisis no-lineal mas robustas. Finalmente, se
incluye una breve discusion sobre el potencial de este esquema
en trabajos futuros.

2. Integracién numérica reducida en el método
de elementos finitos

En la formulacién isoparamétrica de un elemento finito
cuadrilatero se emplean técnicas de integracién numérica en el
calculo de la matriz de rigidez K, (ec. (1)) y, cuando se considera
un comportamiento no-lineal del material, en la evaluaciéon
numérica del modelo constitutivo en cuestion.
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En esta ecuacion, t es el espesor del elemento, B es la matriz de
compatibilidad y C es la matriz  constitutiva para un
comportamiento asumido de esfuerzo plano o deformacion
plana. Ademas, x yy son las coordenadas del espacio fisico
real, £ y n son las del espacio padre de referenciay |J | es el
Jacobiano de la transformacion. Los términos &, n; y w;, w;
corresponden a los puntos de muestreo y a los pesos de la
cuadratura de Gauss-Legendre empleada para el proceso de
integracion numérica, respectivamente. Como se puede
apreciar en la ec. 1, el costo  computacional de este
procedimiento es proporcional al nimero de puntos de
integracion empleados, ie., orden de cuadratura.
Particularmente, para el elemento finito cuadriladtero de 4
nodos, se identifican dos esquemas de integracién numeérica:
integracion completa (IC), correspondiente al uso de una
cuadratura de 2x2, e integracién reducida (IR) que corresponde
al empleo de una cuadratura de 1x1.

El empleo de cuadraturas de orden inferior al requerido puede
generar inestabilidades numéricas como el llamado efecto “reloj
de arena”, conocido comunmente en la literatura especializada
por su traduccién al idioma inglés como efecto hourglass. El cual
consiste en la aparicién de modos de deformacién espurios o
modos hourglass i.e., modos inconsistentes que presentan
deformacién, pero para los cuales la energia de deformacion es
nula, U. =0. Por lo tanto, la seleccion de un orden de
cuadratura adecuado debe representar una actividad de gran
importancia en la ejecuciéon de analisis no-lineales mediante el
método de los elementos finitos. En otras palabras, se debe
recurrir a un procedimiento de control de efecto hourglass o de
estabilizacién si se quiere tomar ventaja del empleo de IR.

Uno de los métodos mas empleados para emplear IR es el
desarrollado por Belytschko et al. [3] el cual se basa en la
adicion de una matriz de rigidez estabilizadora, Kg;,, a la matriz
de rigidez obtenida con IR, Ky, (ec. (2)). Desde un punto de vista
matematico, la matriz Ky,,, de rango 2, controla el efecto

hourglass debido a la recuperacién de rango de 3 a5 de la
matriz K), mediante la adicion de los términos ignorados
cuando se usa IR.

_ _ 2]
|K B K(l) + Keqp = tAB(Tl)CB(l) + Kap )

donde:

3)

Kstab = tLBgtab CBstab dA

En el método original [3], la integral de la ec. 3 se evalla
mediante integracién numérica con una cuadratura de 2x2, de
otra manera resulta ser nula. Esto significa que la matriz de
rigidez estabilizada contiene informacion en los 4 puntos de
integraciéon y, consecuentemente, las deformaciones y los
esfuerzos se aproximan en estos 4 puntos de integracién. Esto
es especialmente de consideracién cuando se asume un
comportamiento no-lineal del material, ya que las evaluaciones
del modelo constitutivo en cuestién se realizaran en cada uno
de estos 4 puntos de integracién, como si se tratara de un
esquema de IC. En el trabajo de Belytschko y Bachrach [4] se ha
demostrado que este método controla de manera satisfactoria
el efecto hourglass y ademas posibilita, en algunos casos, el
empleo de mallas gruesas.

En este articulo, se trabaja con una modificacién propuesta al
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método que consiste en integrar analiticamente la expresion de
la ec. 3 con la finalidad de contar con una expresién analitica
para la matriz K, [5]. De esta manera, la matriz de rigidez
estabilizada contiene informacién en un solo punto de
integracion. La principal ventaja de este esquema de IRE es su
eficiencia computacional en analisis no-lineales, debido a que la
evaluacién de cierto modelo constitutivo solamente se realiza
en un punto de integracion.

3. Procedimiento
proporcionales

de ALS para cargas

De acuerdo con Rots [9], el principal objetivo de un
procedimiento de ALS es el estudio del fenémeno de fractura en
materiales cuasi-fragiles, como el concreto y la mamposteria.
Este procedimiento aproxima el ablandamiento caracteristico
en la correspondiente curva de esfuerzo-deformacién a tensién
mediante un diagrama dentado, i.e., ley de ablandamiento
dentado (ver fig. 1). Por la naturaleza de la formulacién original
de ALS, es de esperarse que se subestime el area bajo la curva
esfuerzo-deformaciéon del material. Por ello, la formulacién de
ALS fue mejorada por Rots e Invernizzi [10], quienes
propusieron un procedimiento de regularizacién de malla con el
objetivo de minimizar la influencia de ésta en la ejecucién de los
analisis. Este procedimiento consiste en la inclusién de un factor
que modifica la resistencia a tension y la deformacion ultima del
material. En el presente trabajo se implementa este
procedimiento en la propuesta de ALS-IRE.

En el procedimiento original de Rots [8] se plantea una ley de
ablandamiento lineal del material el cual se aproxima con forma
dentada. Rots et al. (2008) [11] propusieron nuevos modelos de
ablandamiento, incluyendo uno no-lineal. En el mismo sentido,
DejJong et al. [12], EliaS et al. [13] y Yu et al. [14] propusieron
innovadores algoritmos que posibilitan la consideraciéon de
cargas no proporcionales en la aplicacién de ALS. Esto amplia el
campo de aplicacion de la estrategia a otros patrones de carga,
e.g., etapas de carga de pre-compresién y carga lateral.

En cuanto a los campos de aplicacién de la estrategia, Rots [8 y
9] la aplicéd al estudio de construcciones de mamposteria
histérica y de concreto. Mas tarde, Invernizzi et al. [15] y Slobbe
et al. [16] la aplicaron al estudio de elementos estructurales de
concreto sin refuerzo. Adicionalmente, Pari et al. [17]
desarrollaron un modelo robusto que permite el empleo de ALS
para el estudio de estructuras de mamposteria en 2y 3
dimensiones, mostrando que su propuesta es capaz de
reproducir comportamientos complejos de la mamposteria.
Existen, incluso, algunos algoritmos para reducir el costo
computacional en la aplicacién de ALS como los de Pari et al.
[18], quienes proponen dos estrategias de soluciéon para
reutilizar algunas descomposiciones de la matriz de rigidez
realizadas en los andlisis lineales previos. De esta manera se
toma ventaja de que los cambios en el sistema de ecuaciones
del modelo de elementos finitos solo son locales.

A grandes rasgos, el procedimiento de ALS consiste en, como su
nombre lo indica, realizar una serie de analisis en los que el
comportamiento del material siempre es elastico lineal.
Después de cada uno de estos analisis se selecciona el elemento
mas demandado y se degrada su rigidez. Este procedimiento se
repite hasta que los elementos por donde se asume que
apareceran grietas se degradan totalmente. Con este
procedimiento de ALS, se logra modelar el fenémeno de snap-
back (rebote hacia atras) cominmente presente en las curvas de
esfuerzo-deformacién de materiales cuasi-fragiles, mientras
que un andlisis no-lineal presenta dificultades para
reproducirlos numéricamente.

Este procedimiento inicia con la discretizacion de la estructura
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empleando elementos finitos sélidos. En la propuesta original,
estos elementos son cuadrildteros de 4 nodos, ie., de
aproximacion lineal, para aplicar IR con una cuadratura de 1x1
en los elementos donde se asume que ocurrira el dafio. Aunque
esto es naturalmente extrapolable a elementos hexaedros para
anadlisis tridimensionales. El comportamiento del material se
asume elastico-lineal en cada uno de los andlisis. Como
parametros iniciales del material, a cada elemento se le asigna
un moédulo de elasticidad, E, una relacién de Poisson, v, y una
resistencia a tension, f;. Posteriormente, se sigue el siguiente
procedimiento de cargas proporcionales de manera secuencial
[10]:

1. Se asigna la carga externa como una carga unitaria de
referencia

2. Se ejecuta un anélisis
convencional

3. A partir de los resultados, se identifica el elemento
critico, i.e., el elemento para el cual el esfuerzo principal de
tension, o;, es el mas cercano su resistencia a tensién
actual. De acuerdo con Rots e Invernizzi [10], el criterio del
esfuerzo principal de tension es ampliamente aceptado en
el Modo I de la Mecanica de la Fractura para materiales
cuasi-fragiles.

elastico-lineal de manera

4. Se calcula el factor de escala, A , como un cociente entre
la resistencia a tensién actual y el esfuerzo principal de
tensién del elemento critico (ec. 4).

_fe (4)

A=5

5. De manera que se pueda construir la curva carga-
desplazamiento, se calculan la carga critica global, como el
producto del factor de escala por la carga unitaria de
referencia asignada en el paso 1y, ademas, se calcula su
correspondiente desplazamiento global.

6. Se reducen el médulo de elasticidad y la resistencia a
tensiéon del elemento critico de acuerdo ala curva de
ablandamiento dentado (fig. 1) como se describe en la
siguiente seccién.

7. Se repiten los pasos del 2 al 6 con la estructura para la
cual el médulo de elasticidad y la resistencia a tensién del
elemento critico fueron reducidas.

8. Con todas las configuraciones de encontradas en el paso
5, se construye la curva reacciéon-desplazamiento.

Finalmente, se traza la malla deformada. De acuerdo con Rots e
Invernizzi [10], esta grafica revela la ubicaciéon de la fractura
debido a que la serie de elementos criticos degradados
mostraran las deformaciones mas grandes. El resultado de este
método  depende de la forma en la cual se reduce
progresivamente la rigidez y la resistencia del elemento critico.
Esto constituye la esencia del procedimiento. De manera muy
simplificada se podria reducir E a cero inmediatamente
después de que un elemento sea seleccionado como elemento
critico por primera vez. Sin embargo, de acuerdo con Rots [9]
esto beneficiaria la dependencia de la malla en la obtencién de
resultados acertados.

3.1 Ley de ablandamiento dentado

El diagrama de esfuerzo-deformacién es definido por el médulo
de elasticidad E, la resistencia a tensién f;, la forma del
diagrama y la energia de fractura Gy dividida entre el ancho de
grieta h, representado por el area bajo el diagrama [10]. Por lo
tanto, para un diagrama de ablandamiento lineal, la
deformacion dltima e, se expresa como en la ec. 5.
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En el procedimiento descrito en la seccion anterior, el diagrama
de ablandamiento se reproduce mediante reducciones

consecutivas del médulo de elasticidad con la ec. 6 [8].

Aqui, i representa el estado actual del diagrama dentado y a el
factor por el cual se reduce el médulo de elasticidad del
elemento critico. Ademas, n es la cantidad de reducciones que
se aplican en total a un solo elemento hasta considerarlo
totalmente dafiado, ie, ndmero de dientes. Para evitar
problemas numéricos, es recomendable mantener un valor
residual muy pequefio para el médulo de elasticidad. La
resistencia a tensiéon reducida, f‘i' correspondiente a E;, se

calcula de acuerdo con la envolvente del diagrama de
ablandamiento (ec. 7) [9].

E;_
r-fp

vie{l1,2,3,...,n}

ey §
donde: o
E=L£ [(®)
al L J
p-—J ©)
«-(%) |

Aqui, D es la tangente al diagrama de ablandamiento de
esfuerzo deformacion. En la fig. 1 se observa un ejemplo de este
tipo de curvas para las propiedades del material de la tabla 1
considerando 10 dientes.

Tabla 1. Propiedades del material

Propiedades Magnitud y unidades

Médulo de elasticidad E = 38000 MPa
Relacién de Poisson v =0.20
Resistencia a tension f; =3 MPa
Energia de fractura Gy = 0.06N/mm

Ancho de grieta h=5mm

. —— Aproximacién dentada
Envolvente

Esfuerzo (MPa)
&

0 1 2 3 4

Deformacién (x10~%)

Figura 1. Ablandamiento en curva esfuerzo-deformacién [8]
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En la fig. 1 se aprecia la formacién de los dientes en la
aproximacién por la reduccién del médulo de elasticidad. Del
mismo modo, se observa la reduccién de la resistencia a tensién
desde su valor inicial de 3 MPa hasta un valor residual muy
cercano a cero. Es de notarse la subestimacion que existe sobre
la envolvente. Esto sugiere que el resultado del procedimiento
es susceptible, entre otros factores, al nimero de dientes
seleccionado.

4. Modelo combinado de ALS con IRE

En este articulo se combina el procedimiento de ALS con la
aplicaciéon del esquema IRE descrito anteriormente [5]. Este
procedimiento de ALS-IRE es muy atractivo para
implementarse, por las siguientes razones:

aSegun lo establecido por Rots [8], el procedimiento de
ALS obtiene buenas aproximaciones con mallas
gruesas. Esta caracteristica se comparte con el
esquema de IRE, para la cual se ha probado el
enriquecimiento de resultados para mallas gruesas [5].

*En la implementaciéon original de la estrategia de ALS,
se utiliza IR sin estabilizacién en los elementos donde
se espera que ocurra el agrietamiento. Esto significa
que si el esfuerzo principal de tensién maximo se
identifica en el Unico punto de integracion de cierto
elemento en la ruta potencial de agrietamiento, la
rigidez y la resistencia de ese elemento critico se
degradan. Esta caracteristica es atractiva para el
esquema de IRE, en el cual es posible evaluar
esfuerzos en un solo punto de integracién con
estabilidad numérica. Ademas, todos los elementos
que componen la malla se pueden integrar empleando
IRE sin problemas numéricos.

*Ambas  estrategias tienen el enfoque de ser
computacionalmente econdmicas y eficientes. Por lo
cual, al combinarlas, se espera contar una estrategia
que sea de aplicacién practica y eficiente, que ofrezca
un apoyo para la toma de decisiones rapida que
ayuden a la evaluacién de la seguridad en estructuras.

4.1 Implementacién numérica

Para realizar la implementaciéon numérica del procedimiento de
ALS-IRE se seleccion6 el lenguaje de programacion Python 3.0
[19], especialmente por la gran compatibilidad que ofrece con
distintos sistemas operativos. La idea es contar con una
herramienta  independiente que permita el estudio de
problemas con esta estrategia y que, ademas, pueda
continuarse desarrollando para expandir sus aplicaciones con
nuevos desarrollos como los mencionados en la seccién 3. En la
fig. 2 se incluye un diagrama de flujo con el procedimiento
implementado. En la etapa de pre-proceso se utiliza el
programa GiD [23]. Este es un programa muy utilizado por la
comunidad académica y profesional para la generacién de
mallas de los elementos finitos y para la visualizacién grafica de
los resultados de cierto andlisis. Asi, se realizaron los algoritmos
necesarios para que el archivo de salida del programa GiD [23]
funcione directamente como archivo de entrada para la
herramienta desarrollada en este trabajo. Una vez ingresada
toda la informacion, se construye la curva de ablandamiento
dentado correspondiente e inicia la etapa de proceso mediante
la ejecucion de los ALS.Todos los analisis lineales con el método
de los elementos finitos se realizan de manera interna en la
herramienta desarrollada en el lenguaje de programacién

Python 3.0 [19]. Finalmente, en la etapa de pos-proceso se
construyen tanto los diagramas de reaccién-desplazamiento
como la configuracién de malla deformada al final del anélisis.
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Figura 2. Diagrama de flujo del programa desarrollado

4.2 Ejemplos de validacién

Como ejemplo de validacién, se seleccioné una viga con una
muesca estudiada por Rots [8]. La geometria y las dimensiones
de esta viga se muestran en la fig. 3.

50
| 175mm | 150 mm | 175mm o
f v |
100 mm 100 mm
g
A 20x10 mm A

[ |
! 450 mm !

Figura 3. Geometria de la viga con muesca

Inicialmente, se construy6 la malla de la fig. 4. Se emplearon
elementos finitos cuadrildteros de 4 nodos, dispuestos de tal
manera que benefician el comienzo de la fisura en la muesca.
Para la estrategia original ALS, todos los elementos de la malla
se integraron mediante un esquema IC, excepto los elementos
sobre la muesca de la viga que se integraron mediante IR sin
estabilizar y, para la propuesta de ALS-IRE, todos los elementos
se integraron mediante el esquema IRE pero so6lo pueden
dafiarse los elementos sobre la muesca.

Figura 4. Malla empleada en el analisis de la viga con muesca

Las propiedades mecanicas se seleccionaron segun lo
establecido por Rots [9] (ver tabla 1): médulo de elasticidad E =
38000 mpa, relacién de Poisson v =0.20, resistencia inicial a
tension f; =3 mpa, y energia de fractura G;=0.06 nmm. Se
realizaron tres andlisis diferentes considerando 5, 10y 20
dientes. Por tanto, el factor d(ec.6) se tomé6 como 4, 2 yﬁ para
cada uno de estos andlisis, respectivamente. Los resultados,
tanto para ALS como para ALS-IRE, se muestran en las curvas
reaccién-desplazamiento de las figs. 5a 7. En estas figuras, a
modo de comparacion, se ha afladido una curva de referencia.
Esta curva fue obtenida por Rots [20] a partir de un analisis de
ablandamiento lineal para una grieta de linea discreta con los
mismos parametros.
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Figura 5. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (5 dientes)
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Figura 6. Diagrama de reaccion-desplazamiento para la viga
con muesca (10 dientes)
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Figura 7. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (20 dientes)

Se puede observar que cuanto mayor es el niUmero de dientes,
mas suave es la envolvente en ambos procedimientos, ALSy
ALS-IRE. También se puede apreciar que todas las
aproximaciones  subestiman la  reaccién-desplazamiento
obtenida numéricamente por Rots [20], pero las aproximadas
por ALS-IRE son un poco mas cercanas. Esto se podia esperar
debido a la subestimacién en el diagrama de ablandamiento
dentado. Asi, resulta conveniente la implementacién de un
procedimiento de regularizacién de malla para ajustar este
diagrama. Finalmente, todos los resultados son consistentes
con los calculados por Rots [8].
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En la fig. 8 se muestra la configuracién deformada de la viga
con muesca al final del andlisis. Aqui, se puede apreciar la
concentracion de las deformaciones de mayor magnitud en los
elementos que estan sobre la muesca (color rojo).

Figura 8. Configuracién deformada de la viga con muesca

después del analisis con el modelo ALS-IRE

5. Procedimiento de regularizacion de malla

Como se coment6é en la seccién anterior, a partir de los
resultados se puede notar que resulta conveniente incluir un
proceso de regularizacion de malla para minimizar el efecto de
la sensibilidad de la malla en el andlisis. Por esta razén, Rots e
Invernizzi [10] propusieron un procedimiento basado en un
factor de ajuste, k, que busca compensar la subestimacién del
area bajo el diagrama de ablandamiento dentado (fig. 9). Asi,
establecen tres opciones para compensar la subestimacién
mediante el factor k. En la primera, el factor k solo se usa para
actualizar la resistencia a tension con la ec. 10y, en la segunda,
el pardmetro actualizado es la deformacién ultima con la ec. 11.

-~
o
fi 0
1
fui 2
n—1
A
n oy
4
gi Eu €
Figura 9. Area subestimada en el diagrama de ablandamiento
con la aproximacién dentada [10]
|f; =kf, | (10)
lei = ke [an

Finalmente, en una tercera opcion, Rots e Invernizzi [10]
proponen actualizar ambos parametros, ie., la resistencia a
tension y la deformacién ultima, empleando las ecs. 7y 8. Este
esquema de regularizacién se muestra en la fig. 10 y el factor de
ajuste, k, se calcula con la ec. 9. En esta ecuacién, n es el
numero de dientes considerado el diagrama.
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Figura 10. Compensacién del drea subestimada en el
diagrama de ablandamiento con la aproximacién dentada [10]

(12)

(13)

5.1 Ejemplos de validacion

Como ejemplo de validacion para el procedimiento de
regularizacion se seleccioné nuevamente la viga con muesca
analizada en la seccién anterior. Se consideraron los mismos
parametros mecanicos para el material (tabla 1) y los mismos
modelos para 5, 10 y 20 dientes. Los factores k se calcularon
para cada caso y se muestran en la tabla 2.

Tabla 2. Factores de ajuste k para cada modelo
Modelo

Factor de ajuste k

Modelo de 5 dientes k =1.35
Modelo de 10 dientes k=117
Modelo de 20 dientes k =1.08

Los resultados de estos andlisis se observan en las figs. 11 a 13.
En estas figuras se puede observar que las aproximaciones son
mas cercanas a la aproximaciéon numérica de Rots [20] que las
obtenidas en el apartado anterior sin procedimiento de
regularizacion de malla, especialmente en la aproximacion del
drea bajo la curva. No obstante, se observa una
sobreestimacién en la reaccién de fluencia y una subestimacion
en la Ultima parte de la curva. Por ultimo, se puede concluir que
cuanto mayor es el nimero de dientes mejor se aproxima.
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Figura 11. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (5 dientes regularizado)
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Figura 12. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (10 dientes regularizado)
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Figura 13. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (20 dientes regularizado)

6.1 Viga de seccion transversal variable con
muescas

El primer ejemplo consiste en una viga de seccién variable con
una doble muesca de 25 mm de longitud cada una, como se
muestra en la fig. 14. Esta viga esta totalmente restringida en su
extremo izquierdo y libre en el derecho en el que se imponen
los desplazamientos. En el trabajo de Juarez y Ayala [21], esta
viga fue analizada mediante una formulacién de elementos
finitos mixtos no lineales con un modelo de dafio continuo
isotrépico para el material.

100 mm 200 mm

100 mm !

' 00 mm |

Figura 14. Geometria de la viga de seccién transversal variable
con muescas [21]

La malla se construy6 empleando Unicamente elementos finitos
cuadrilaterales de 4 nodos (fig. 15). Todos los elementos de la
malla se integraron utilizando este esquema IRE, pero sélo se
pueden reducir las propiedades mecanicas de los elementos
entre las muescas.

6. Ejemplos ilustrativos de la propuesta

Se seleccionaron dos ejemplos de aplicacién de la estrategia de
ALS-IRE, ambos estudiados por Juarez y Ayala [21]. Ambos
ejemplos son ideales para ser modelados con esta estrategia
pues presentan una falla en el modo I. El primero consiste en
una viga cuya seccién transversal es variable y, ademds,
presenta dos muescas. En el segundo ejemplo se estudia una
viga de seccién transversal constante con una sola muesca.
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Figura 15. Malla empleada en el andlisis de la viga de secciéon
transversal variable con muescas

Las propiedades mecdanicas del material se muestran en la tabla
3 [21]. Adicionalmente, se consideré6 un modelo de 10 dientes
con un factor a = 2.

Tabla 3. Propiedades del material

Propiedades Magnitud y unidades

Médulo de elasticidad E =16900 MPa
Relacién de Poisson v =0.20
Resistencia a tensién fi = 2.4 MPa
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Energia de fractura Gy =0.3 N/mm

Ancho de grieta h =5mm

En la fig. 16 se muestran las curvas de reaccién-desplazamiento,
sin procedimiento de regularizacion de malla, tanto para ALS
como para ALS-IRE. Adicionalmente, se incluye la curva obtenida
por Juarez y Ayala [21] a modo de comparacién. Aqui se puede
observar una clara similitud entre ALS y ALS-IRE. Como era de
esperarse de acuerdo a los resultados previos, ambas curvas
subestiman el comportamiento aproximado numéricamente
[21] ya que no se considera la regularizacion de la malla.
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Figura 16. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
de seccion variable con muescas (sin regularizacion)

Ademas, en la fig. 17 se incluyen los resultados considerando el
procedimiento de regularizacién de la malla. El factor k
calculado es igual a 1.28 y, en consecuencia, la resistencia a la
tension regularizada es de 3.08 MPa y la deformacion ultima
regularizada es de 0.064. En la fig. 17 se puede observar que
ambos esquemas, ALS y ALS-IRE estan mas cerca de la
aproximaciéon numérica. La diferencia en la forma de las curvas
puede explicarse por el hecho de que la falla de la viga de
seccion variable se rige principalmente por un comportamiento
de tensién pura, por lo que la forma de la curva aproximada
mediante el procedimiento ALS tiende a parecerse a la linea
recta. Esto sugiere la necesidad de emplear un ablandamiento
dentado no-lineal.
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Figura 17. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
de seccidn variable con muescas (regularizado)

Finalmente, en la fig. 18 se muestra la configuracién deformada
tras el andlisis con el modelo ALS-IRE de la viga. Esto es similar a
lo reportado en el trabajo de Juarez y Ayala [21].
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Figura 18. Configuraciéon deformada de la viga de seccién
variable con muescas después del andlisis con el modelo ALS-
IRE

6.2 Viga de seccion transversal constante con
muesca

El sequndo ejemplo de aplicacién consiste en una viga con
muesca, mostrada en la fig. 18, que fue ensayada por
Kormeling y Reinhardt [22] y analizada numéricamente por
Juarez y Ayala [21]. Los ensayos experimentales se realizaron en
la Universidad Tecnoldgica de Delft y tenian como objetivo
determinar la energia de fractura del concreto y del concreto
modificado con epoxi. Para ello se ensayaron varios
especimenes, como el mostrado en la fig. 19.
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L |
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Figura 19. Geometria de la viga con muesca [21]

Para el analisis mediante ALS y ALS-IRE, se construy6 la malla de
la fig. 20. La malla estd compuesta Unicamente por elementos
finitos cuadrilateros de aproximacion lineal. Se consideraron las
propiedades mecanicas para el material en la tabla 4. Estas
propiedades se seleccionaron segun Judrez y Ayala [21] y
Kormeling y Reinhardt [22]. Para la aplicaciéon del modelo, se
consideraron 20 dientes con un factor a = ﬁ

Figura 20. Malla empleada en el andlisis de la viga con muesca

Tabla 4. Propiedades del material

Propiedades Magnitud y unidades

Modulo de elasticidad E =20000 MPa
Relacion de Poisson v =0.20
Resistencia a tension fi =2.4MPa
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Energia de fractura G;=0.113 N/mm

Ancho de grieta

h=5mm

Las curvas de reaccion-desplazamiento, sin procedimiento de
regularizaciéon de malla, tanto para ALS como para ALS-IRE, se
muestran en la fig. 21. A efectos de comparacién, se ha incluido
la curva aproximada numéricamente [20] y las correspondientes
de los ensayos experimentales [22]. De los resultados, se puede
observar una clara similitud entre ALS, ALS-IRE y los resultados
experimentales. Al igual que en el ejemplo anterior, ambas
curvas  subestiman el comportamiento aproximado
numéricamente por Judrez y Ayala [21] ya que no se considera
el procedimiento de regularizacion.

2
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0 01 02 03 04 05 06 07 08
Desplazamiento (mm)

Figura 21. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (sin regularizacion)

En la fig. 22 se incluyen los resultados de un procedimiento de
regularizacion de la malla. Para esto, el factor k esiguala 1.11y
la resistencia a la tensién regularizada es de 2.65 MPa y la
deformacién dltima regularizada es de 0.02. A partir de esta
figura, se puede observar que ambos esquemas, ALS y ALS-IRE,
estdn mas cerca que la aproximaciéon numérica también en el
ablandamiento no-lineal de la viga, pero al mismo tiempo se
alejan de los resultados experimentales. Finalmente, en la fig.
23 se muestra la configuracion deformada resultante del
analisis con el modelo ALS-IRE de la viga. Esto es similar a lo
reportado en el trabajo de Juarez y Ayala [21] y a lo observado
experimentalmente por Kormeling y Reinhardt [22].
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Figura 22. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (regularizado)

7. Ley de ablandamiento bilineal

En todos los ejemplos se utilizd una ley de ablandamiento

https://www.scipedia.com/public/Amezcua_Rivera_Milian_2022a

Figura 23. Configuracion deformada de la viga con muesca
después del andlisis con el modelo ALS-IRE

dentado con comportamiento lineal (fig. 1). Siempre que la
comparacion de los resultados con esta ley de ablandamiento
lineal sea contra otra aproximacién numérica que también
considere un ablandamiento lineal, se obtienen muy buenas
aproximaciones. Sin embargo, de acuerdo con lo observado en
los ejemplos ilustrativos, especialmente en el de la seccién 6.2
que incluye una comparacién contra evidencia experimental, la
ley de ablandamiento lineal no es adecuada para simular estos
comportamientos.

En esta seccién, se toma ventaja de la estabilizacion numérica
del procedimiento IRE para calibrar una ley de ablandamiento
bilineal. Esto es posible debido a que el procedimiento ALS-IRE
permite analizar un solo elemento cuadriladtero de 4 nodos con
estabilidad numérica para aproximar el comportamiento del
material, i.e., no hay deficiencia de rango en la matriz de rigidez
del elemento analizado con integracién reducida. En la fig. 24 se
observan los resultados de una serie de experimentos en los
que se ensayaron elementos de concreto, de diferentes
proporciones de mezcla, sometidos a tensién pura [24] y una

aproximacion  bilineal aproximada a dichos resultados
experimentales.
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Figura 24. Ablandamiento del concreto sin reforzar sometido a
tensién pura [24]

Con este enfoque, se calibré una ley de ablandamiento bilineal
mediante un analisis de un elemento finito cuadrilatero de 4
nodos resuelto con ALS-IRE. En la fig. 25 se incluye dicha
calibraciéon y su comparacion con la ley de ablandamiento lineal
delafig. 1.

Empleando esta ley de ablandamiento bilineal se analizé
nuevamente la viga con muesca de la seccién 6.2 sin considerar
el procedimiento de regularizacioén y solo para el caso ALS-IRE.
Se empled la misma malla y propiedades mecanicas de la tabla
4. La curva de reaccién-desplazamiento se incluye en la fig. 26.
Aqui, se puede apreciar una clara mejora en comparaciéon con
los resultados obtenidos mediante la ley de ablandamiento
lineal (ver figs. 21 y 22). La aproximacion con la curva obtenida
mediante ALS-IRE es mds cercana a la serie de experimentos
[22]. Del mismo modo, se aprecia que el procedimiento de
regularizacion no es necesario cuando se emplea ALS-IRE y se
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Figura 26. Diagrama de reaccién-desplazamiento para la viga
con muesca (sin regularizar y con ley de ablandamiento

bilineal)

8. Conclusiones

La estrategia de ALS ha sido muy estudiada en los afios
recientes, convirtiéndose en una herramienta Util y practica
para la aproximacion del comportamiento no-lineal de
estructuras en las que, por la gran demanda de volumen de
computo, no sea viable la aplicacion de un modelo constitutivo
complejo. La razén principal es que debido a que la estrategia
consiste una serie de analisis lineales, no es necesario un
procedimiento iterativo para alcanzar la convergencia en cada
uno de ellos.

En este articulo se presenta una formulacion de IRE aplicada
mediante una estrategia de ALS para el estudio de estructuras
de materiales cuasi-fragiles. Esta propuesta de ALS-IRE, mostré
ser computacionalmente  eficiente y, ademas, obtener
resultados satisfactorios en la aproximacién en comparacién
con modelos de analisis no-lineal con formulaciones mas
robustas.

Una de las caracteristicas mas atractivas de esta propuesta es la
posibilidad de emplear IRE en todos los elementos de la mallay
no solamente en aquellos donde se asume que se presentara el
dafio. Esto puede ser atractivo por la reduccién del tiempo
computacional y por la posibilidad de desarrollos futuros en los
que se puede considerar distintas trayectorias de propagacién
de grietas al no tener la restriccién de imponer dicha trayectoria
al inicio del analisis.

https://www.scipedia.com/public/Amezcua_Rivera_Milian_2022a

En la propuesta original de ALS se emplea IR, sin ningun tipo de
estabilizacién, en los elementos en los que se espera que exista
dafo. Dependiendo del problema a resolver, la matriz de rigidez
global puede ser singular, i.e., de rango deficiente, debido al
empleo de IR sin estabilizacion. En la propuesta de ALS-IRE se
corrige este problema mediante la inclusién de un
procedimiento de estabilizacién que anula las deficiencias de
rango ocasionadas por el uso de IR. Asi, debido a la
estabilizacion numérica, como se mostrd en la seccién 7, es
posible calibrar modelos de ablandamiento bilineales para que
se ajusten al comportamiento real de cierto material y, a su vez,
aproximando de mejor manera los resultados observados en
laboratorio.

Del mismo modo, esta propuesta es atractiva de ser mejorada
con la inclusién de un algoritmo para cargas no proporcionales
y, ademas, con la inclusién de otros modelos de leyes de
ablandamiento, por ejemplo, comportamiento no-lineal y
comportamientos distintos para tensién y compresion. Esto
puede ampliar el campo de aplicacién de la estrategia ALS-IRE y,
al mismo tiempo, puede mejorar la calidad en la aproximacién a
modelar de manera mas cercana a la realidad del
comportamiento de los materiales.
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